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非定常一飽和・不飽和浸透流に対する有限要素解析の解
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企h旦主主主主主.;.A solution obtained by applying finite element analysis to a 
non-steady saturated unsaturated seepage f10w in ground， often disagrees 
with other ones obtained under other calculating condition， namely the 
time interval， the mesh size and the allowable error of convergency at each 
time step. The trouble is that it has not been so far known the way of 
finding out the most exact solution among these different ones through finite 
element analyses. 
In this paper， for the purpose of making such trouble clear， relationships 
between exact solution and such factors as time step interval， mesh size and 
allowable error are discussed. Furthermore， the procedure for obtaini且gthe 
most exact solution is proposed. 
1. はじめに
非定常一飽和・不飽和浸透流を有限要素法 (FEM)
によって解析を行うと、計算時間ステップ(時間き
ざみ〉ごとに解が収束する安定な場合であっても、
時聞きざみ、メッシュサイズ(空間きざみ)および
許容誤差の組み合わせによって、得られた解に差が
でることがあるe どのような条件を満たすときに正
解が得られるかについては、まだ明らかとなってい
ない1}~430
本研究では、実験との対比から数値計算結果が正
解であることが確かめられている浸透問題の2つの
例、すなわち、1)水路からの地下水稲養問題(Va-
uclinら6) が実験と解析を行った浸透問題〉と 2)
降雨による斜面内浸透問題を取り上げ、いろいろな
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時筒きざみ、許容誤差およびメッシュサイズの組み
合わせによって得られる解を正解(もしくは、実験
値)と対比して、この種の浸透問題の FEM解析にみ
られる解の差と時聞きざみ、メッシュサイズおよび
許容誤差との関係を調べ、 FEM解析結果に記載すべ
き必須項目について検討する。
2. 解析モデルおよび解析方法
2 . 1 水路からの地下水酒養問題(Vaucl in 
らが実験と解析を行った浸透問題)
Vauclinら5)が行った実験の概略を図-2.1に示す。
同図において、実験材料には、 d60=O.3m皿の川砂を
使用している。実験開始とともに、領域上面 y 軸
から 50cmの範囲に 2.5cm間隔のパイプから一定量
qo=14.8c田Ihが福養される。
解析モデルは、図-2.2に示す Vauclinら5) が
実験と数値解析を行ったものである。同図において
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図-2.1 Vauclinらの実験装置の概略
x軸と y 軸は不透水面である。解析領域は、高さ
200c目、長さ 300c田である。外水位は65cmに保たれ
る。領域の飽和透水係数はks=35c皿/h、飽和体積含
水率は es=O. 30である。領域の不飽和透水特性は
実験の計測データから算出され圧力水頭 h(cm)と飽
和度。 /θsの関係は、。/e s=40000/(40000+ I h I 2. 90) 
hと相対透水係数比k/k.の関係は、
k/k.=2. 9 x wa/(2.99 X 106十Ih I 5. 0) 
を得た。これらの関係を用いて差分法によって計算
を行い、図-2.2に示す t=O，2， 3， 4， 8h後の浸潤面
形を求めている。
qo=14.8cm/h 
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図-2.2Vauclinらの計算による浸潤面形
本研究では、上記の問題のFEM解析を行った。 FEM
による定式化には、 Ga1erkin法による重み付き残差
法を採用し、時間項には中央差分法を採用して各時
間ステップ(時聞きざみ)に対して許容誤差以下にな
るまで反復計算した。解析領域は、 x 方向の0~100
cm問と 100~300c皿問、 y 方向は、 0~65c田聞と 65
~200c回問をそれぞれ等分割し、四辺形要素で組み
立てた。計算を行った5ケースの等分割数の組み合
わせと分割要素の y方向の最小幅L1Ym;n を表-
2.1に示した。
表-2.1要素サイズおよび計算条件
表に示すように解析では、計算時間きざみLIt(s) 
を9種類、許容誤差L1E(cm)を8種類とし、それぞ
れの分割方法に対し、 LItとL1Eの種々の組み合わ
せについて解析を行った。後の 3.では、図中の t=
3h後の浸満面と y軸との交点の座標を Hpとし、
Vauclinらの計算による Hpとここでの FEM解析に
よる Hpとを比較し、検討を加える。なお、 Vauclin
らの図からは、 Hp持 99cmと読み取れるが、以下で
は Hp=98~100cmを正解の範囲として用いることに
する。
2 ・2 降雨による斜面肉浸透問題
図-2.3に降雨による斜面内浸透流実験の概略を示
す。
降雨による斜面内浸透流の実験は、毛管上昇の影
響を少なくするためガラスビーズ (2.00mm~2. 80四)
を用いて作製し、降雨には潤滑油(動粘性係数:1与
1. 5 St)を使用した。実験装置は、実験斜面構築用
の容器と降雨発生装置から成っている。降雨発生装
量は、底面に内径1.5~2. Ommのステンレスパイプ
を1.25cm間隔で正方形に配置(計 640本〉し、ノ守
イプの径や長さを変えることによって斜面への油の
供給強度Rが調節できるようになっている。 実験斜
面構築用の容器は、奥行き10c田、底面長さ 105cm高
さ 70c皿の全面アクリル樹脂板で作製し、 一端の側
壁下部には実験時における斜面内の間隙空気の閉塞
を防ぐための排気孔が設けてある。実験は、潤滑油
の粘性を}定にするために恒温室内において行った。
斜面内の浸透状態の変化を知るために写真撮影を行
った。なお、実験斜面内の油の流れは、土中の浸透
に相当するので、ここでは油の流れについても土中
の浸透と同様の用語(降雨強度，透水係数〕を用い
105 
ざみ..dt)に対して許容誤差(.dE)以下になるまで
反復計算した。解析領域内は全て等分割の三角形要
素で組み立てた。等分割数および要素のサイズを表
す..dx仕方向のきざみ幅)、..dy(y方向のきざみ幅)
を表 2. 2に示す。
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F 三之
表-2.2要素サイズおよび計算条件
(降雨による斜面内浸透問題)
潤滑油
ステンレスハ。イプ
表に示すように解析では、計算時聞きざみ..dt(s)
を 7種類、許容誤差..dE(cm)を 1種類とし、 3種
類の分割方法それぞれに対し、..dtと..dEをいろい
ろ組み合わせて行った。
解析領域の飽和透水係数、飽和体積含水率、初期
体積含水率および供給強度についても実験のものと
同じ値を用いる。解析に用いた不飽和透水特性(飽
和度 θ/θ，-圧力水頭 hの関係および、 θ/θ ，-
相対透水係数比 k/ksの関係〉を図 2. 5に示す。
相対透水係数比
k/k. 
-" 
。目5
。/e s~k/ks関係
。/es-h関係
圧力水頭
h(cm) 
-3.0 
-2.0 
5cm lOOcm 
①降雨発生装置、②実験斜面構築用容器
図 2.3降雨による斜面内浸透実験の装置概略
ることとする。ガラスビ ズと潤滑油の組み合わせ
による実験斜面内の飽和透水係数、飽和体積含水率
および初期体積含水率に相当する債は、飽和透水係
数 k8=0.0178 cm/日、飽和体積含水率 θ8=0.347、
初期体積含水率 e; =0.031である。降雨強度に相
当する潤滑油の供給強度は、十 0.00177cm/sで‘ある。
実験斜面の概略と実験で得られた浸潤面形を図-
2.41こ示す。浸潤面形は、降雨開始から t=12，23， 35， 
47分後のものである。
FEM解析モデルは、降雨による斜面内浸透実験を
行った浸透問題である。 FEMによる定式化には、 2.1 
水路からの地下水油養問題で用いた方法と同様に、
Galerkin法による重み付き残差法を採用し、 時間
項には中央差分法を適用して、各時間区間(時聞き
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???? ??????
?
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。
これらの関係は実験では求めることができないた
め、要素分割U.dx= 5.0cmに対して、不飽和透水特
性を仮定して FEM解析を行い、計算浸潤面が実験浸
潤面と合致するように不飽和透水特性に修正を加え
図-2.5不飽和透水特性(仮定)
0.5 
飽和度。/e 5 
。
図 2. 4降雨による斜面内浸透流の実験による浸潤
面潤面形
。
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て決めたものである。この解析でも 2.1と同様に、
Hpについて整理する。 Hpは図-2.4に示すように、
t二35min後の x=30cmの位置における浸潤面高とし、
実験で得られた Hpとここでの FEM解析による Hp
とを比較し、検討を加える。なお、実験結果からHp
当7.0cmと読み取れるが、以下では、 Hp=6.5-7. 5c田
を正解の範囲として用いることにする。
3圃 FEM解析結果および検討
3・1 水路からの地下水溜護問題
図 3.1に計算により得られた浸潤面形の例を示す。
図中の結果は、許容誤差LlE= 0.025c四として、時
聞きざみLlt=60s(実線)とLlt=5s (点線)と変えた
場合の t=3h 後の浸潤面である。図から、許~誤差
および時間きざみの組み合わせによって得られる結
果が異なることがわかる。
qo=14.8cm/h 
20 
10 
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o x(cm) 100 200 300 
図-3.1t=3h後の浸潤面形状
図 3.2に、LlYm;n=5. Oc回(Case.2)での t=3h後
の計算浸潤面と y軸との交点 Hpと計算時聞きざみ
Lltの関係を許容誤差LlEをノマラメーターとして示す。
図中の記号は、LlEの値で区別されている。計算で
は、時聞きざみLIt=240sとした場合、表-2.1に示
した許容誤差L1Eに対して解は収束することがなか
った(不安定)。時間きざみ LIt =225sの場合には
L1E手 O.0025cmに対して不安定、L1E孟O.005cmに対
して解は収束した(安定)。図では、 LIt=225sを安
定と不安定の境界としている。図中に Vauclinらに
よる正解の Hpの範囲 (98-100c田)を示しであるが
FEM解析では、この範囲の上方の解(Hp>100c田)は得
られなかった。
100 
Hp 
(cm) 
95 
? ?
?? ??
100 .L!t(s) 
図-3.2 LI tとLlEによる解の差
(Case. 2 L1Ym; n =5.Ocm) 
一方、下方の解(Hp<98c田，以下では過小解と呼ぶ
ことにする)は、いずれのLlEの場合にも現れてい
る。図に見られるように許容誤差(L1E)を一定とし
た場合、時間きざみ(Llt)を小さくするほど Hpの値
は小さく得られる。正解を得る計算時間きざみL1t
の範囲は、L1E=O.OOlc回に対してLlt持 1-200sで
あるが、。E=O. 1cm'こ対してはL1t与 100-225sと
狭まっている。すなわち、正解を得る計算特聞きざ
みの範囲は、許容誤差を小さく設定した場合ほど広
くなる。正解と過小解の境界値 (Hp=98cm)を与え
るL1tの位置を同図中に矢印(↑〉で示す。これら
のL1EとLltの値を新たに図-3.3に示す。図から、
lsくLlt<100sおよび O.OOlcm<LlEくO.1cmの範
囲における過小解域と正解域の境界上の点( Ll t， 
LlE )は、同一直線上に位置し、ごの直線の勾配は
?
???
???
? ?
10-3 
10 102 
時間きざみ ，L]t(s)
図-3.3正解と過小解との境界となるL1t-L1E関係
103 
(Cas巴.2L1Ym;n=5.0c田〉
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ほぽ lとなっている。つまりLlt/LlE勾 const. とな
っている。向図から、。t/LlE > 1200の場合には正
解が得られ、Llt/ LlE< 1200の場合には過小解を得
ることがわかる。図-3.4は図-3.3に対する検討
結果を受けて、日p(c旧〕、時間きざみLlt(s)および
許容誤差LlE(cm)の関係を Hp-Llt/ LlE関係とし
て整理し直したものである。図-3.3において過小
解域と正解域の境界は、Llt/ LlE持 1200と表された
ことが図 3.4によって再確認できる。さらに、正
解および過小解域の全てのLlt/LlEの組み合わせに
対しHp-Llt/ LlE関係は、概ね、ただ 1本の曲線に
集約されることがわかる。
100 
Hp 
(cm) 
90 
80 
10 
O 
畠
102 
マ200
ロ150
0100 
d 60 
30 
10 
5 
図-3園 4Hp-Ll t / LlE関係、(Case.2LlYm; n=5. Ocm) 
図-3.5は要素サイズ(Ll Y m ; n = 3.75， 7.94， 10. 38， 
15.00)ごとに Hp-Llt/ LlE関係について整理した
もので、図の (a)，(b)， (c)， (d)はそれぞれ表-2.1
中の Casel， 3， 4， 5の解析結果である。これらの図か
ら Hp-Llt/ LlE関係は各 Caseごとに、すなわち
LlYm; nごとに概ね l本の曲線で表されていることが
わかる。図中の (a)の場合、Llt/LlE>2x 103で Hp
の値が Vauc1inらの値 (Vauclinらの計算結果から
読みとった正解の範囲 Hp=98-100cm)と一致し、
2x 103 > Llt/ LlE> 4x 10'で緩やかに減少し、 4x
10'> Llt/LlEで急激にかつほぽ直線的に減少してい
る。この傾向は、 (b)，(c)および (d)の場合も同様
である。以上のことから、水路からの地下水酒養問
題(Vauclinらが実験と解析を行った浸透問題〉の解
析においては時間きざみLlt、許容誤差LlEごとに
結果を整理するのではなく、Llt/LlEの値により結
果を整理すると、図-3.4および 3.5に示すよう
に、概ね、 l本の曲線で表すことができ、この曲線
によって正解域と過小解域との区別ができることが
わかる。
100 
Hp 
(cm) 
90 
80 
10 
Hp 
(cm) 
80 
10 
トlp
(cm) 
80 
10 
1Q2--103- 104 105 
Llt! L!E(s/cm) (a) Case.1 (LJym;n=3.75cm) 
1 02 103 1 04 105 
(b) Case.3 (.L!Ym;n=7.94cm) Llt/ .L!E(s/cm) 
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. 30 
. 10 
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また、図-3.5の (a)，(b)， (c)， (d)を対比してみ
ると、 (b)，(C)および (d)は、 (a)を横軸の正の
方向に平行移動した関係になっている。今、 (a)の
60< L1t/ LlE< 400に対して直線の式を求めると、
(1): Hpニ18.O(logl o( L1t/ L1E)+2. 85)となる。 (b)，
(C)， (d)図および Case.2(図-3園 4 L1Yminニ5.Ocm) 
の同部分 (60< L11/ L1Eく400)に対しては、(1)式
と等しい勾配をもっ直線として式を求め、右辺の定
数項[(1)式右辺()内の 2.85に対応]のみを示
すと、 (2):2園 78、(b):2.69、(c):2.60、(d):2.56と
なる。、 (b)，(C)およひてd)の図中には、直線式と直
線(1)との横軸方向の隔たりLlsを示す。 横軸方
向の隔たりL1sは (d)を例に求めるとL1s=102.85/1 
02. 56寸.95となる。同様にして (2)，(b)および (C)
直線についても(1)直線とのL1sを求めると、そ
れぞれL1s=1.17， 1.45. 1.78となる。図-3.6に
L1sとL1Ymi nの関係を示す。図から、 logl0 L1sと
loglo L1Ym i nはほぼ直線的な関係にあり、両者の関
係式を求めるとL1s=O. 52x L1Ymi n 0.50の関係とな
る。すなわち、Lls∞ロ丈土である。
3 
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図-3.6L1S-L1Ymin関係
図-3.7は、図-3.4および図-3.5 (a)， (b)， 
(C)， (d)の横軸をL1t/ (Ll E .f7iYτn )に変え、
各図のL1t=100，30および 10sの結果を描き直した
ものである。図から見とれるように、L1t，L1Eおよ
び.L1Yminの種々の組み合わせによる解析結果が、
100 
Hp 
(cm) 
lVs，uC同盟 Lc 
90 
80 
10 
口
民F
o Case.1 
ム 2。 3
" .4 
口 5
11 1111 
102 103. --10 
L.It/ LlEJLlYmin(S/cm3/2) 
図-3. 7 Hp-Ll t / (Ll E {7iÿτ~ )関係
概ね 1本の曲線で表されていることがわかる。
105 
図- 3.8に t=3hの計算浸潤面形状全体を示す。
同図は、図-3.5に示した要素サイズ(L1Ymin=3. 75， 
7. 94， 15. OOcm)に対し、時聞きざみL1t=60s、許容
誤差LlE=0.0025cmの正解域に収まっている計算結
果である。図のように、計算浸潤面は各要素サイズ
に対して正解と一致している。
qo= 14.8cm/h 
200土以上iー
100 
y(cm) 
o x(c，;.l) 100 200 300 
図 3.8要素サイズと浸潤面形状
3 閤 2 降雨による斜面肉浸透問題
図-3.9に計算結果の例を示す。図は、要素サイ
ズL1x=5cm、計算時聞きざみL1t二 60s、許容誤差L1E
ニ O.005cm(実線)と要素サイズ、L1x=5cm、計算時聞き
ざみL1t=ls、許容誤差L1EニO.Olcm(点線)の結果で
ある。この浸透問題に対する計算においても、 3'1 
の水路からの地下水漏養問題と同様に計算条件(Llx， 
L1t， L1E)の違いにより得られる解が異なる。ここで
は、 L1tとL1Eによる解の差の整理結果が、 3.1で
示した結果(3. 1中図-3.2)と同様の傾向であった
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50cm 
--ー-実験j量潤面
一一一-Llt=60s，LlE=O.005cm 
-----. Llt= ls，LlE=O.Olcm Llx = 5.0cm 
Lly = 2.5cm寸????
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図 3. 9 t=35田in後の浸潤面形
ため、要素サイズごとにHp-L1t/ L1E関係により結
果を整理する。 Hpの値は、図-2固4に示す t二3h後
の x=30cmでの浸潤面高である。図 3. lO(a)， (b)， 
(c)は表 2. 2の3種類の大きさの要素分割に対す
る FEM解析結果を Hp-L1t/L1E関係によって整理し
たものである。 (a)，(b)， (c)いずれの図においても、
L1t/ L1 E(s/cm)の値が 50~. 50， 000と大きくなるの
に対応して Hp(cm)の値が約 1~3. 5cmから 6.5r~ 
9cmまで変化しており、解に差がでているのが明ら
かである。図中に書き入れた実験値目p(=6. 5r~7. 5 
cm)の値との比較から、四日解析による正解ば Hpの
値が約7.Ocmに収束する、L1t/L1Eの値の大きい計
算条件下で得られるといえる。同様の結果l立、前述
した水路からの地下水漏養問題についても得られた
ことである。
以上のことから、降雨による斜面内浸透問題につ
いても、先の地下水沼養問題と同様に、時聞きざみ
L1t、許容誤差L1Eの個別による整理ではなくL1t/
L1Eによる整理をするとほぼ1本の曲線で表され正
解域と過小解域が見て取れることがわかる。
ところで、図-3咽 10(a)，(b)， (C)の FEM解析に
よる Hpの収束値と実験のHp値とを比較すると、 (C)
の両値の隔たりが (a)，(b)のものより大きめである。
この相違を浸潤面形状全体で見ると図-3町 1 のよ
うである。
図中の浸潤面は、 (a)，(b)， (c)の3種の分割要素
の大きさそれぞれに対し、すべてL1t=lOs、L1E=
O.OOlcmの条件下の FEM解析結果である。図から認
められるように、L1x=lOcmとした分割要素の場合
の浸潤面形状は実験のそれと一致しているとは言い
難い。
以上の 2つの浸透問題に対する解析から、図-3.
5および図 3. 10に見られるような Hp~ L1t/L1 E 関
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係は、飽和域拡大のための補給水分の大部分が不飽
和域から供給されるこの種の非定常一飽和句不飽和
浸透問題に対する FEM解析解の特性のーっと考えら
れる。
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図-3.11要素サイズと浸潤面形状
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本研究では、実験との対比から数値計算結果が正
解であることが確かめられている浸透問題の2つの
例すなわち、1)水路からの地下水酒養問題(Vau-
clinらが実験と解析を行った浸透問題〉と2)降雨
による斜面内浸透問題を取り上げ、いろいろな時間
きざみ、計算時間ステップごとの許容誤差およびメ
ッシュサイズの組み合わせによって得られる解を正
解(もしくは、実験値)と対比して、この積の浸透
問題の FEM解析にみられる解の差と時間きざみ、メ
ッシュサイズおよび許容誤差との関係について検討
した。結果は以下のようにまとめられる。
1) 飽和域拡大のための補給水分の大部分が不飽和
域から供給される非定常一飽和・不飽和浸透問題に
対する FEM解析では、解と計算時聞きざみ(Llt)や
計算時間ステップごとの許容誤差(LlE)との関係を
個別に整理するのではなく、(Llt/LlE)との関係と
して整理すると、各要素サイズごとに、概ね l本の
曲線で表される。これは、この穏の浸遂問題に対す
る FEM解析解の特性のーっと考えられる。
2) この穏の浸透問題に対する解析結果では、通常、
浸潤面形状のみが掲載されがちであるが、これに加
えて計算条件としての分割要素の大きさ、計算時間
きざみ、許容誤差および不飽和領域の特性の提示が
必要と考えられる。
今後の課題として、他の多くの浸透問題を例に解
析を行い、適切なメッシュサイズ、計算時間きざみ
および許容誤差の決め方を見いだすこと、すなわち、
計算時間きざみ、許容誤差、メッシュサイズおよび
不飽和透水特性などによる表示式としての、で表示
される正解を得るための条件式を求めることがあげ
られる。
{参考文献}
1 )土木学会・水理公式集(昭和 60年版)，東京，
pp.129-130， 1985. 
2 ) 日野幹雄， 伊藤剛， 他:土木工学における数値解析/流
体解析編，土木学会編， pp.146-147，サイエン
スネ土， 東京， 1974. 
3 )川原睦人:有限要素法流体解析， pp.175-176， 
日科技連，東京， 1985. 
4) MARY P.ANDERSON， WILLIAM W. WOESSNER (藤縄
克之 監訳) : 地下水モデル翼民的パュレ Y3iの基礎，
p. 118-127，共立出版株式会社，東京， 1994. 
5) M. Vauclin， D.Khanj i， G. Vachaud， "Experi田-
ental and numerical Study of a Transient， 
Two-Dim巴nsionalUnsaturated-Saturated官at-
er Table Recharge Problem"， Water Resour-
C巴sReserch， Vol.15， p. 1089-1101. 1979. 
6 )木村勝行，口石孝幸:FEMによる非定常一飽和・
不飽和浸透流の計算条件，平成7年度土木工学
会中部支部研究発表会概要集， P. 423-424， 
1996 
7)木村勝行:非定常 飽和・不飽和浸透流のFEM
解析解，第 31田地盤工学研究会発表講演集，
PP.2111-2112， 1996. 
(受理平成9年 3月21日〉
